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Рассматривается задача оптимального управления, описываемая системой не-
линейных гиперболических уравнений с краевыми условиями Гурса, а также многото-
чечным критерием качества типа максимум. Получены необходимые условия опти-
мальности типа принципа максимума Понтрягина. 
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1. Введение. Создание математической теории оптимального 

управления системами с распределенными параметрами начиналась с 
изучения оптимизационных задач для управляемых систем Гурса-Дарбу. 

Для задач оптимизации системы Гурса-Дарбу А.И. Егоровым были 
получены одним из первых в классе распределенных систем необходи-
мые условия оптимальности типа принципа максимума (см. [1, 2]). Впо-
следствии вопросы вывода и исследования принципа максимума для за-
дач оптимального управления системами Гурса-Дарбу рассматривались в 
работах [3-11] и др. (см. обзоры [7, 11-14]). 

В последние годы большое внимание уделяется к исследованию 
задач оптимального управления негладкими системами (с недифференци-
руемыми краевыми частями уравнений связи или же функции качества по 
вектору состояния) (см. напр. [15-20]). 

Обзор соответствующих работ имеется, например, в [15-20] и др. 
В данной статье рассматривается одна задача оптимального управ-

ления для нелинейной управляемой системы Гурса-Дарбу с негладким 
многоточечным критерием качества. 

Получены различные необходимые условия оптимальности перво-
го порядка. Отдельно изучены частные случаи. 
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2. Постановка задачи. Пусть требуется минимизировать многото-
чечный функционал типа максимум 
( ) ( ) ( ) ( )( )yyXTzyXTzyXTzuS kkYy

,,,...,,,,,,,max 2211ϕ
∈

=                               (2.1) 

при ограничениях 
( ) rRUxtu ⊂∈, , ( ) [ ] [ ]1010 ,,, xxttDxt ×=∈ ,                    (2.2) 

( ),,,,,,, yuzzzxtfz xtxt =                                             (2.3) 
( ) ( ) [ ]
( ) ( ) [ ],,,,,,

,,,,,,

100

100

tttytbyxtz
xxxyxayxtz

∈=
∈=

                                  (2.4)                

                          ( ) ( )ytbyxa ,, 00 = . 
Здесь ( )yuzzzxtf xt ,,,,,,  − заданная n -мерная вектор-функция, не-

прерывная по совокупности переменных вместе с частными производны-
ми по ( )xt zzz ,, , ( )yzzz k ,...,,, 21ϕ  − заданная непрерывно дифференцируе-
мая по kzzz ...,,, 21  в mnk RR ×⋅  скалярная функция, mRYy ⊂∈  − параметр 
из некоторого ограниченного и замкнутого множества mRY ⊂ , ( )yxa , , 
( )ytb ,  − заданные непрерывные вектор-функции по совокупности пере-

менных вместе с ( )yxax , , ( )ytbt , , ( )yuzzzxtf xt ,,,,,,  − n -мерная вектор-
функция, непрерывная в mrnnn RRRRRRR ×××××× 11  вместе с частны-
ми производными по xt zzz ,, , ( )xtuu ,=  − r -мерная управляющая функ-
ция. 

Следуя, например, [6, с. 1158] вектор-функцию ( )xtu ,  назовем до-
пустимым управлением, если она удовлетворяет следующим условиям: 

1) ( )xtu ,  непрерывна на D  за исключением, может быть, конечно-
го числа линий, где допускаются разрывы первого рода. 

2)  Каждая линия разрыва ( )xtu ,  кусочно-непрерывна и ее пересе-
чение с любой прямой, параллельной сторонам прямоугольника D , со-
стоит из конечного числа точек или отрезков. 

При выполнении этих условий каждому допустимому управлению 
( )xtu ,  соответствует непрерывное решение ( )xtz ,  системы (2.3)-(2.4) 

причем, производные ( )xtzt , , ( )xtzx ,  могут иметь разрывы первого рода 
лишь на характеристиках уравнения (2.1), параллельных координатным 
осям. 

3. Основные результаты. Считаем, что в задаче (2.1)-(2.4) суще-
ствует управление ( )xtu , , соответствующее семейству решений 
( ){ }Yyyxtz ∈,;,  краевой задачи (2.2)-(2.4), доставляющее минимум 

функционалу (2.1). 
Введем в рассмотрение множество максимумов [20] 
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ϕ
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Можно показать, что 0Y  есть ограниченное и замкнутое множество 
[18]. 

Пусть ( ) [ ) [ )1010 ,,, xxtt ×∈ξθ , ( ) ( )ii XT ,, ≠ξθ , ki ,1=  произвольная 
точка непрерывности управления ( )xtu , , а 0>ε  достаточно малое произ-
вольное число. 

Через 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ) [ )
( ) ( )




∈
+×+=∈

=∆+=
ε

ε εξξεθθ
εε

DDxtxtu
Dxtv

xtuxtuxtu
\,,,

,,,,,
;,,;,     (3.1) 

определим возмущенное управление. 
Вычислим специальное приращение функционала качества. 
Через ( ) ( ) ( )εε ,;,;,,;, yxtuyxtzyxtz ∆+=  обозначим «возмущен-

ный» вектор состояния ( )yxtz ;, . 
Из (2.3)-(2.4) ясно, что ( )ε;,, yxtz∆  является решением линеаризо-

ванной задачи 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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t

∆+∆+∆+

+∆∆+∆∆+

+∆∆+∆+∆+

+∆+∆=∆

 (3.2) 

                    ( ) 0;,,0 =∆ εyxtz ,     [ ]10 , xxx∈ , 
( ) 0;,, 0 =∆ εyxtz ,     [ ]10 ,ttt∈ .                                      (3.3) 

Здесь и в дальнейшем используются обозначения типа 
      ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )yxtuyxtzyxtzyxtzxtfyxtf xtzz ,,,,,,,,,,,,,,, ≡ , 
      ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )yxtuyxtzyxtzyxtzxtfyxtf xtzz tt

,,,,,,,,,,,,,,, ≡ , 
     ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )yxtuyxtzyxtzyxtzxtfyxtf xtzz xx

,,,,,,,,,,,,,,, ≡ , 
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а величина ( )⋅1ο  определяется из разложения 
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Из оценок, установленных в работах, например, [4-7] и др. следует, 
что 
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где εD , 1D , 2D , 3D , 4D  − подмножества прямоугольника D  изображен-
ные на рисунке 1. 
 
        x  
 
                                         4D     3D  

                                         εD      2D  

                          1D  

                                 θ      εθ +  
                                                                      t                       
                                Рис. 1. 
 

Используя оценки (3.4), на основе формулы об интегральном пред-
ставлении решений линейных гиперболических уравнений с нулевыми 
краевыми условиями, (см. напр. [13, с. 71; 21, с. 118]) представления ре-
шения краевой задачи (3.2)-(3.3) записывается в виде: 

     ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xtddsysfysxtRyxtz
t

t

x

x
su ,;,,,,;,;,,

0 0

, εοτττε τε
+∆=∆ ∫ ∫ . 

Отсюда по теореме о среднем следует, что 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )22 ,,,,,;,;,, εοξθξθαξθεε +∆=∆ yfyXTRyXTz viiiii .  (3.5) 

Здесь ( )xti ,α  − характеристическая функция области [ ] [ ]ii XxTt ,, 00 × , 
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а ( )ysxtR ,,;, τ  − ( )nn×  матричная функция Римана, линеаризованной 
системы, являющаяся решением двумерного интегрального уравнения 
Вольтерра с одномерными слагаемыми [21, 10]. 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) .,,,;,,,,;,

,,,;,,,;,

∫∫

∫ ∫

++

++=

x

s
z

t

z

t x

s
z

dfyxtRdsfysxtR

ddfyxtREysxtR

s
ββτβτααα

βαβαβατ

τ

τ

τ         (3.6) 

Тогда используя свойства функций типа максимума, (см. напр. [20, 
22]) при помощи (3.5) специальное приращение критерия качества пред-
ставляется в виде 

( ) ( ) ( ) =−∆+=∆ uSuuSuS εε                                   (3.7) 
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Полагая 
( ) =yvuS ,,,;1 ξθδ                                         (3.8) 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ),,,,,;,,,,...,,,,,
1

11∑
=

∆
∂

′∂
=

k

i
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i yfyXTR

z
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специальное разложение (3.7) записывается в виде 
                     ( ) ( ) ( ).,,,;max 212

0

εοξθδεε +=∆
∈

yvuSuS
Yy

 

Через K  обозначим множество непрерывных функций ( )yg , отри-
цательных на 0Y : ( ) ( ){ }0,0: YyygygK ∈<= . 

Из условий гладкости, наложенные на данные задачи (2.1)-(2.4), 
функция ( )yvuS ,,,;1 ξθδ  непрерывна по y . Кроме того, она не принадле-
жит множеству K . Поскольку в противном случае, не выполнялось бы 
условие оптимальности ( ) 0≥∆ uSε , при достаточно малых  0>ε .  

Ясно, что множество K  выпукло. Поскольку ( )yvuS ,,,;1 ξθδ  не 
принадлежит K , то по теореме об отделимости выпуклых множеств най-
дется линейный непрерывный функционал ( )0YCL ∗∈  такой, что 

( )( ) ( )( )ygLyvuSL ≥,,,;1 ξθδ                                             (3.9) 
выполнялось для всех ( ) Kyg ∈ . 

Можно показать, что (см. [18, с. 1385]) 0≥L . Далее, используя 
теорему об общем виде линейного функционала, (см. напр. [23, с. 436]), 
из неравенства (3.9), получаем, что существует некоторая мера ( )yµ , со-
средоточенная на множестве 0Y , что 
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( )( ) ( ) ( )( ) 0,,,;,,,;
0

11 ≥= ∫
Y

ydyvuSyvuSL µξθδξθδ .             (3.10) 

Из соотношения 0≥L  следует, что ( ) 0≥yµ . 
Положим 

( )

( ) ( ) ( )( ) ( ),,
,,,...,,,,

,,;,

,,

1

11∑
= ∂

∂′−=

=
k

i
i

kk
ii y

yyXTzyXTz
yXTR

y

ξθα
ϕ

ξθ

ξθψ
 (3.11) 

                        ( ) ( )yuzzzfuzzzH ,,,,,,,,,,,, ξθξθ ξθψψξθ ′= . 
Тогда соотношение (3.10) записывается в виде 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ).,,,,,,,,,,,,,,,max

,,,,,,,,,,,,,,,,

0

0
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(3.12) 

Здесь ( )yµ  − некоторая неотрицательная мера сосредоточенная на 
множестве 0Y . Далее, используя (3.6) показывается, что вектор-функция 
( )y,,ξθψ , определенная формулой (3.11), является решением задачи 
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θ ξ
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 (3.13) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) .,,,,,,,,,,,,,,,,
1

∫+
x

sz dsyyssuyszyszyszsH
ξ

τ θψθθθθθ
τ

 

Сформулируем полученный результат. 
Теорема 3.1. Для оптимальности допустимого управления ( )xtu ,  в 

задаче (2.1)-(2.4) необходимо, чтобы условие (3.12) выполнялось при всех 
( ) [ ) [ )1010 ,,, xxtt ×∈ξθ . 

Теорема 3.1 является достаточно общим необходимым условием 
оптимальности первого порядка. 

Замечание 3.1. Заметим, что ( )yµ  зависит, вообще говоря, от 
v,, ξθ . Но, как отмечено в [18, с. 1386], с помощью многоточечной 

игольчатой вариации можно показать, что ( )yµ  можно выбирать не зави-
сящей от v,, ξθ . 

Теперь предположим, что  вектор-функция ( )yuzzzxtf xt ,,,,,,  не-
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прерывно дифференцируема также по вектору управления u , а множест-
во U  выпуклое. 

Тогда при помощи теоремы 3.1 доказывается 
Теорема 3.2. При сделанных предположениях для оптимальности 

допустимого управления ( )xtu ,  в задаче (2.1)-(2.4) необходимо, чтобы 
условие 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )∫

∫

∂
′∂

=

=
∂

′∂

∈
0

0

,,,,,,,,,,,,,,,max

,,,,,,,,,,,,,,,,,

Y
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Uv

Y

xt
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u

yyxtvyxtzyxtzyxtzxtH

ydxtu
u

yyxtxtuyxtzyxtzyxtzxtH

µψ

µψ

(3.14) 

выполнялось для всех ( ) [ ) [ )1010 ,,, xxtt ×∈ξθ , где ( )yµ  − некоторая неотри-
цательная мера, сосредоточенная на множестве 0Y , ( )yxt ,,ψ  − решение 
сопряженной системы (3.13). 

Наконец рассмотрим случай открытой области управления. 
Теорема 3.3. Если множество U  открытое, то для оптимальности 

допустимого управления ( )xtu ,  в задаче (2.1)-(2.4) необходимо, чтобы 
выполнялось тождество 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) 0
,,,,,,,,,,,,,,,,

0

=
∂

∂
∫
Y

xt yd
u

yyxtxtuyxtzyxtzyxtzxtH
µ

ψ
.  (3.15) 

Соотношение (3.15) есть аналог уравнения Эйлера в рассматри-
ваемой задаче. 

Следствие 3.1. Если правая часть системы уравнений не зависит 
от y , то для оптимальности допустимого управления ( )xtu ,  в задаче 
(2.1)-(2.4) необходимо, чтобы вдоль процесса ( ) ( )( )xtzxtu ,,,  для почти 
всех ( ) Dxt ∈, выполнялся аналог уравнения Эйлера 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
0

,,,,,,,,,,,
=

∂
∂

u
xtxtuxtzxtzxtzxtH xt ψ ,          (3.16) 

где ( )xt,ψ  является решением сопряженной системы 
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Следствие 3.2. Оптимальное управление в задаче (2.1)-(2.4) с от-
крытой областью U  удовлетворяет при почти всех ( ) Dxt ∈,  неравенству 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) 0
,,,,,,,,,,,,

0

2

2

≤
∂

∂′∫
Y

xt ydw
u

yxtxtuxtzxtzxtzxtH
w µ

ψ
    (3.17) 

для всех rRw∈ . 
Неравенство (3.16) есть аналог уравнения Эйлера, а (3.17) есть 

аналог условия Лежандра-Клебша. 
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QURSA-DARBU SİSTEMLƏRİ İLƏ BİR MİNİMAKS İDARƏ MƏSƏLƏSİNDƏ 

OPTİMALLIQ ÜÇÜN ZƏRURİ ŞƏRTLƏR 
 

K.B.MƏNSİMOV, G.Ş.RAMAZANOVA 
 

XÜLASƏ 
 

Maksimum tipli çoxnöqtəli funksional və qeyri-xətti hiperbolik tip tənliklər sistemi və 
Qursa sərhəd şərtləri ilə təsvir olunan optimal idarəetmə məsələsinə baxılır. Optimallıq üçün 
maksimum prinsip tipli zəruri şərt alınmışdır. 

 
Açar sözlər: minimaks məsələsi, Qursa-Darbu sistemi, maksimum prinsipi, Eyler 

tənliyinin analoqu, Lejandr-Klebş şərtinin analoqu. 
 

NECESSARY OPTIMALITY CONDITIONS FOR THE MINIMAX CONTROL 
PROBLEMS DESCRIBED BY GOURSAT-DARBOUX SYSTEM 

 
K.B.MANSİMOV, G.Sh.RAMAZANOVA 

 
SUMMARY 

 
 The paper considers an optimal control problem described by many-point maximum 
type functional and nonlinear hyperbolic type system equations by Goursat  conditions. Maxi-
mum principle type necessary optimality conditions are obtained. 
  
 Key words: minimax problem, Goursat-Darboux system, maximum principle, ana-
logues of Euler equations, analogues of Lejandr-Klebsh conditions 
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